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1. Einleitung 
Eine große Anzahl yon ,,"i8senschaftlichen Arbeiten und Büchern der 
Fachliteratur befassen sich mit der mathematischen Untersuchung der sta-
tionären und transienten V orgängc in elektrischen Maschinen und Transfor-
matoren [1]-[6]. Die neueren Arbeiten [7]-[17], welche derartige Berech-
nungen bringen, verwenden in zunehmendem Maße die sogenannte :NIatrizen-
rechnung. Diese Rechnungsart ermöglicht bekanntlich einerseits eine ein-
fachere und übersichtlichere Schreibweise der mathematischen Darstellung 
dieser komplizierten Erscheinungen, andererseits ergibt sich hierbei die Ablei-
tung weiterer Zusammenhänge, die sich ohne Verwendung der Matrizen-
rechnung kaum ge"winnen ließen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, mit 
Hilfe der neuesten Resultate der l\latrizentheorie - oder besser gesagt mit 
Hilfe einiger neuerdings bekannt gewordenen Eigenschaften der Hyper-
matrizen [19] - die stationären und transienten Yorgänge dreiphasiger 
elektrischer Maschinen zu untcTHlchen. 
Wir wollen unsere Untersuchungen auf solche synchrone und asynchrone 
~\I aschinen ausdehnen, deren Statorwicklung clreiphasig ist, während ihn' 
Rotorwicklung entweder zwei- oder dreiphasig ausgeführt ist. Wir nehmen 
dabei an, daß der Stator nur eine einzige Wicklung bCfitzt, während der Rotor 
zwei \Vicklungcn trägt, was bei Synchrongeneratoren und A"ynchTonmotoren 
normalerweise der Fall ist. Es besteht jedoch ohne weiteres die Möglichkeit, 
die so abgeleiteten Resultate auch für l\Iaschinen mit mehreren Wicklungen 
auf Stator und Rotor zu übertl'agen. 
Für unsere Untersuchungen haben wir bezüglich der hier hehandeltell 
l\Iaschinen folgende Annahmen zugrunde gelegt: 
a) Alle 3 Phasen cleE' Stators bzw. eines dreipha"igen Rotor" sind 
!!leichartig gewickelt und gegcm~inandcr elektri5ch 11m 2,: yerdreht. 
'-' v "-' v........)
b) Die Eiscnsättigullg "I.,"ird nicht berücksichtigt, also die Permc-abilität 
als gleichbleibend angenommen. 
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c) Die Ei:oenyerluste Hy:oterese und Wirbelstromyerlu:ote - werden 
nicht berücksichtigt. 
d) Der Skineffekt wird nicht in Rechnung gezogen. 
e) Leckströme (durch Ableitung) werden yernachlässigt. 
f) Die 'Vinkelgeschwindigkeit des Rotors wird als konstant angenommen. 
g) Die FeldYerteilung ist im Luft:"palt sinusförmig. 
2. Bezeichnungen 
Die gegenseitige Lage der 'Vicklungen yon Synchron- oder A5ynchron-
maschinen mit z·weiphasigem Rotor ist aus Abb. 1 zu ersehen, die von Masehi-
nen mit dreiphasigem Rotor aus Abb. :2 (s. auch Fußnote 1). Bei der mathe-
matischen Erfassung des Problems haben wir als allgemeineren Fall einen 
zweiphasigen Rotor berücksichtigt. Wir werden nämlich später sehen, daß 
sämtliche auf zweiphasige Rotoren bezügliche Beziehungen - unter Beach-
tung gewisser yereinfachender Annahmen - in Gleichungen überführt werden 
können, die sowohl für dreiphasige ,\-ie auch für zwcipha:oige Rotoren gültig 
sind. 
Den Phasenwicklungen des Stators (A) sind den Achsen a, b, c zugeordnet. 
Im Falle eines zzreiphasigen Rotors benutzen wir bei Synchronmaschinen 
-die folgenden Bezeichnungen: 
Erregerwicklung : F, 
Dämpferwicklung : D, 
Polachse in der Längsrichtung: d. 
Polachse in der Querrichtung : q (rechtwinklig zur Längsrichtung). 
Die Dämpferwicklung ist tatsächlich zweiphasig und die Achsen fIel' 
einzelnen Phasen fallen mit den Ach:;:en d und q zu:;:ammen. Die Erregerwick-
Jung i5t tatsächlich einpha:;:ig und ihre Achsenrichtung fällt mit der Längs-
achse d zusammen. ::\ichtsde5toweniger nehmen ,\-ir sie als zweiphasig an 
und bestimmen, daß die zweite, in die Querachse q fallend angenomnlene 
Phasenwicklung a1:;: dauernd offene Wicklung zu gelten hat. L ntf~r die5t'l" 
Bedingung sind nämlich die abgeleiteten Zusammenhänge symmetrisch und 
lai'sen sich ohne Schwierigkeit auch auf asynchrone -'faschinen übertragen 
(s. Punkt 5). 
Im Falle eines zzceiplzasigen Rotors sind bei asynchronen lVlaschinerz 
heide ·Wicklungen des Rotors tatsächlich zweiphasig. Im Interesse der Einheit-
lichkeit der für Synchron- und für Asynchronmaschinen abgeleiteten Zusam-
menhänge bezeichnen wir bei den asynchronen Maschinen die eine Wicklung 
ebenfalls mit F, die andere mit D. Obwohl im Falle yon Asynchrollmaschinen 
1 Der tbersiehtlichkeit halber hahen wir nur eiTle \'"iekllll:g des Rotors. ,eine Erreger 
,,-icklulll!, zur Darstellung: geIH"eht. C C 
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die Polachsen tatsächlich nicht existieren, bezeichnen wir doch im Intere5se 
einer einheitlichen Behandlung auch hier die beiden Phasenwicklungen mit d 
bzw. mit q. 
Bei Asynchronmaschinen mit dreiphasigem Rotor bezeichnen wir im Ein-
klang mit den obigen Festsetzungen die eine Wicklung mit F, die andere mit D, 
innerhalb der Wicklungen jedoch die einzelnen Phasen mit a, b, c. 
Abb. 1 Abb. 2 
Die Wicklungswiderstände bei lVlaschinen mit zlceiphasigem Rotor hezeich-
nen wir wie folgt: 
rAa = rA/J = r Ac = rA .... W-iderstand eIner Wicklung des Stators, 








Selbstindukthität llnd Gegeninduktivitiit der W-icklllngen ewer l"VIClschiTle 
mit zweiphClsigem Rotor: 
Cl) Die Selbstindllktivität des Stators ist: 
lAI> = 1.-\ + I~ cos (2 {} = I ,--;- ,cos '" iJ --;- --4;r 'I' (' .. c , 2;r I 3 ."' '-"'. 3 . (2.2) 
PerlJ.li:::.l P tl) hUlca Et 1L:1. 
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b) Die Gegeninduktivität des Stators ist: 
IAah = [ /0 -L[', COSf2{}+-.:~lJ=-[I'a-Ll"oCOS(02{}- 271:_)J AR" ! .-;g , I 3. rl..:;. 1 .-1..:;, 3 
IAbC 3;")l= -[IAg+Z:4g COs2 {}1· 
c) Die Selbstinduktivitäte1l des Rotors sind: 
lFd Selbstinduktivität der Phase d der Rotorwicklung F, 
I Fq q 'j' F, (2.4) IDd '!'; d ':' D, 
IDq q D. 
cl) Gegeninduktivitäten des Rotors sind: 
I FDd Gegeninduktivität zwischen den Phasen d der Rotorwicklung 
Fund D, (2.5) 
I FD<I Gegeninduktivität zwischen den Phasen q der Rotorwicklung 
Fund D; 
zwischen den Phasen d und q der Rotorwicklungen Fund D gibt es 
infc,Jge ihrer gegenseitigen Lage im Raum keine gegenseitige Induktion::,. 
e J Die Gegenillduktivität zwischen Stator und Rotor ist wie folgt: 
a) Die Gegellillduktivität zwischen den Phaspnwicklungen des Stators 
und der Phase cl der Rotorwicklung F: 
(2.6.1) 
711 ACFd = m Fd cos (B 
,3) Die Gegellilldukti'dtät zwischen den Phasellwicklullgell des Stators 
und der Phase q dpr Rotorwicklung F: 
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mAaFq = -mFq sin{} 1 
mAbFq = -mFq sin ({) _ 2;") (2.6.2) 
i) Die Gegeninduktivität zwischen den Phasen wicklungen des 
Stators und der Phase d der Rotorwicklung D : 
mAaDd = TnDd COS {} 
1 (2.6.3) 
Ci) Dic Gegeninduktivität zwischen den Phasenwicklungen des 
Stators und der Phase q der Rotorwicklung D : 
mAaDq = -mDq sin{} 
(" 271:) TnAbDq = -mDq sin {} - -3-
( 271:) mAcDq = -mDq sin {} + -3-
In den oben eingeführten Bezeichnungen bedeuten die Werte: 
lAo l'A' lAg·l'Ag·lFd' lFq, lDd, lDq' lFDd' lFDq' 'ln Fd , m Fq , lIlDd, inDq 
llnveriinderliche Größen. 
(2.6.4) 
Ströme lind Spannungen bei lifaschine1l mit zzceiphasigem Rotor sind die 
folgenden: 
5* 
a) Ströme und Spannungen des Stators: 
(2.7) 
b) Ströme lLnd Spannungen des Rotors: 
i Fd, lLFd 
i Fq, lLFq 
iDd , llDd 
iDq , llDq 
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Die Wicklungswiderstände der .Maschine mit dreiphasigem Rotor sind: 
rAa = rAb = rAc = rA .... Widerstand der Statorwicklung, l 
r Fa = r Fb = rFc = rF .... Widerstand einer Phase der Rotorwick-
lung F, 
r Da = rDb = rDc = rD .... Widerstand 
Jung D. 
,iner Ph,,, der ROlomiok-j 
(2.8) 
Die Selbst induktivität und die Gegerzindllktivität der Wicklungen el1ler 
lvlaschine mit dreiphasigem Rotor 
Da ein dreipoliger Rotor immer Zvlinderform hat (Kreiszylinder), 
vereinfachen sich die Selbstinduktivität und die Gegeninduktivität gegenüber 
den entsprechenden Beziehungen bei :Maschinen mit zweiphasigem Rotor 
und ausgeprägten Polen bzw. elliptischem Querschnitt, wie folgt: 
a) Die Selbstinduktivität des Stators: (2.9) 
IAa = lAb = IAc = l4 . 
b) Die Gegenindllktivität des Stators: 
lA ab = lAac = IAbc = -lAg' 
c) Die Selbstinduktivität des Rotors: (2.10) 
a) Die Selbstinduktiyität der Rotorwicklung F: 
ß) Die Selbstinduktiyität der Rotorwicklung D : 
d) Die Gegenindllktirität des Rotors: 
a) Die GegenindukÜdtät zwischen den Phasen der Rotorwicklung F: 
(2.11.1) 
ß) Die GegeninduktiYität zwischen den Phasen der Rotorwicklung D : 
I Dab = I Dae = IDee = -ID!!' (2.11.2) 
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y) Die Gegeninduktivität zwischen den Phasen der Rotorwicklung 
F und den Phasen der Rotorwicklung D : 
IFaDa = IFbDb = IFcDc = 21FD , 
IFaDb = [FbDe = lFeDa = 
= IpaDe = lpbDa = lpeDb::::::: -IFD' 
e) Die Gegeninduktivität zwischen Stator und Rotor: 
(2.11.3) 
a) Die Gegeninduktivität zwischen den Phasen wicklungen des 
Stators und den Phasenwicklungen der Roton ... ·icklung F: 
TnAcFc = mF cos 0 
mAeFa [ 
2n 
m F cos 0-
3 (2.11.4) 
mAaPe ( 2nj TnAbPa = 11l AcFb = 11lp cos 0 + -3-
ß) Die Gegeninduktivität zwischen den Phasenwicklungen des 
Stators und den Phasenwicklungen der Rotorwicklullg D : 
mD cos 0 
?;T;) 
TTlD cos (0 - -; (2.11.5) 
Die Ströme und Spannungen einer lHaschine mit dreiphasigem Rotor sind: 
a) Die Ströme lind Spannungen des Stators: 
iAa , i Ab' i Ae ; II Aa' UAb, UAe. 
b) Die Ströme und Spannungen des Rotors: 
a) Die Ströme und Spannungen der Rotorwicklung F: 
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Die im Aufsatz angewandten Bezeichnungen der lVIatrizentheorie 
r
All Al2 ... AII!-1 
A21 A22 ... A21! 
.. . 
Anl A 22 Arm 
quadratische l\IatI"ix au,; aij skalaren 
Elementcn. 
. . .. quadratische Hypcrmatrix aus AU Blöcken: 
Die konjugiert tran8ponierte Matrix yon A 
.... Spaltenmatrix aus Cli skalaren Elcmcnten. 
a == [al' 
a2 
am 
a* = [([1' a2 , ... , am] .... Zeilenrnatrix aus ([i skalaren Elementen . 
. . .. Hyperspaltenmatrix aus ai Spaltenmatrixblöcken. 
A X . B = I an B a12 B 
([21 B ([22 B 
([mI B ([m2 B 
Zyklische Matrix .. 
alm B ... Direktprodukt . 
([2m B 
Die Determinante von A 
Einheitsmatrix rn-tel' Ordnung. 
< d 1 d2 , •.• , dm > = 
[
dl O ... 0 
O~ o~2'" ~ ... dm_ 
Diagonalmatrix m-ter Ordnung. 
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KoeJJizientenmatrizen : 
Die KoeJJizientenmatrizf!n einer Alaschine mit zweiphasigem Rotor sind 
<he folgenden: 
Die Widerstandmatrix : 
R =(RA.3,RF.2,RD.Z>; 
R A . 3 = r A E3 : 
:rFd' rFq: 
< rDd' rDq> • 
Die Induktivitätsmatrix: 
L = I L A . 3 
[ ~.Il} -.. Mb 
2.:1 
LA ,3 = [IAa IAab IAae] : 
IAah lAb lAbe 
IAac IAbc IAc 
LF . 2 ··.1 Fd' 
LD . 2 < IDd , 
M p = [-m .. \Oht cu) 
m .. \;,[-'(t 
TrlAcFd 
MD = Im A GDd p.2) 
mAbDd 
nl.-\cDd 







] Tn ",,,Du 
111 AcOq • 
Die Koeijizientenmatrizen einer JHasclzine mit dreiphasigem Rotor sind 
ilie folgenden: 
Die Widerstandsrnatrix: 
R A ,3=rA E3 ; 
R F . 3 = rF E3 : 
R n . 3 = rD E:l • 
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Die Induktivitätsmatrix : 
L A,3 = C (lA , lAg' - lAg); 
L p,3 = C (lp, - lpg' lpg); 
L D,3 = C(lD' -IDg, -IDg); 
L pD ,3 = IpD . C (2, -1, l~; 
!l p ,3 =mp.C(cos{), cos({}-~;-rJ,cOS(8+ ~-rn; 
Strom- und Spannungsmatrizen : 
Die Strom- und Spannlingsmatrizen einer l'Vlaschine mit zweiphasigem 
Rotor: 
i=[i ]' A , i p 
i D 
i A = [~Aa 
lAb 
(.l,C 
i p = I. ~Pd]; i D = r ~Dd] ; 
lFq .IDq 
U = .UA"j ; UA = 
Up 
UD 
.llAa] ; Up = " UFdJ ; 
liAb UPq 
li AC 
UD = \ li Dd"j " 
llDq 




.~.l,C i pc 
i D = ~Da 1 ;
lDa 
" iDe 
U = [UA]; UA = [U Aa]; Up = [liPa] ; UD = [llDaj" Up llAb llpo llDb 
UD UAC lipc liDe 
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3. Einige im Aufsatz benutzte matrizentheoretische Zusammenhänge 
Nehmen ,viI' an, daß sämtliche Blöcke der nur aus quadratischen Blöcken 
rn-tel' Ordnung bestehenden Hypermatrix mx n-ter Ordnung 
A = [All A12 ... A1111 
A21 A22 •. , A211 
All1 A"2'" AlllI 
zyklische :Matrizen :'lind. In diesem Fall kann ein beliebiger Block 
r::~~l'ij ::',~~ ... :::=:::~ 
la1'i) aZ,ij' .. aO,ij 
(siehe Literaturnachweis [18] Seite 452) in der kanonischen Form 
1 rn-I 
Aij = - ~ i.,., ij 1 [1 - -rn 1] ,OJ" , ••• , 0),. -
n! 1'=0 
OJ" 
dargestellt werden, wo 
i. ,., ij = ao, ij -;- a1• ij (j)" 
:';l':rj_ 
(r)" = e rn 
(3.1) 
(3.2) 
Unter Anwendung der zyklischen Blöcke zur Aufstellung der obigen 
kanonischen Form kann die Hypermatrix A natürlich in der folgenden Weise, 
als eine Summe von Direktprodukten, aufgeschrieben werden: 
i,n ~""'" ;""1 x' r I 1[1.&;" 
l}""21 1"',22 ... 1.,',zlIl l OJ" j . . .. . . . . . . . . . . • • rn-l }",,) Tl1 10 1" n2 ••• I .. :., nl1 co:. 
""-rn~l] 
.... ,co l• (3.3) 
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Da nun die Multiplikation zweier Direktprodukte in der Form 
ausgeführt werden kanu (vorausgesetzt, daß UI l1l1d U~ bzw. VI und V2 
in der vorliegenden Reihenfolge konformabel sind), und da ferner 
[1, w,., ... ,W:"-I] [1 = 0, wenn p 
0)/1 
(U.~~1-1 
l' ist sO'wie 
= m ist, so wird ersichtlich, 
daß eine beliebige analytische Funktion der Hypermatrix A in der folgenden 
»semikanonischen« FOrIll : 
1 111-1 ( I J(A) -- - ").' f·' ;.,. 1_1'.!2 ;·'·.lli I X· 1 
...... . I 11 ( 
m 1,=0 
I ;"',21 J'oj<,22 i"I'.2n 0),. 
I ;," 
.nI j"l" n2 i· l ., nn J _«):~ -1 
bzw. mit Einführung der Abkürzungen: 
A,. 
und 
:in der Schreihweise : 
I.,. 11 1"'.12 
}·:',21 i ... , 22 
1"',1,,' 
}"",2n 
·W,. = [1 
0)1' 
0);"'-1 ,. -
[1,01,. , .. 
1 111-1 
(A) "Y J(i\,.) ><. w,. w; dargestellt werden kann. 
m ;:'0 
, UJ::' '1] 
(3.4) 
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4. Die Matrizengleichung elektrischer Wechselstrommaschinen 
Wenn wir das Induktionsgesetz bzw. das »z,,,eite« KIRCHHoFFsche Gesetz 
(siehe Literaturnachweis [20] S. 13 bzw. S.140) unter Beachtung der in Punkt 2 
eingeführten Bezeichnungen verwenden. so können wir die Differential-
gleichungssysteme, welche die stationären und transienten Erscheinungen 
sowohl der synchronen als auch der asynchronen Maschinen beschreiben, 
in der folgenden »einen gemeim;amen« Matrizengleichung zusammenfassen: 
Ri -+- d (Li) = u. 
dt 
(4.1) 
Da Elemente der Induktivitätsmatrix L, welche vom Winkel 17 abhän-
gen, Funktionen der Zeit t sind (17 = 17(t)), erhalten wir aus (4.1) nach Voll-
ziehen der Differentiation die folgende Gleichung: 
d . L "l = u. 
dt 
(4.2) 
Im weiteren werden wir be,;trebt ,;;ein, elie Matrizen-Differentialglei-
eh ung der veränderlichen Koeffizienten (4.2) in eine Matrizen-Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten zu transformieren. Zu diesem Zweck 
suchen wir eille geeignete »Transformierungsmatrix« T, welche folgende 
Bedingungen erfüllt: 
T· T* = E; 
T* . R . T . T* . (~d_ LIT , T* . L . T , (' -~ T* 1 T 
dß d . (4.3) 
sind alle Matriz('n mit konstanten Elementen. 
Wenn wir die Gleichung (4.2) von link" mit T* multiplizieren und die 
Identität T . T* = E aClsnutzen. '"'u erhalten wir die Gleichung 
(T* . R . T) T* . i - (T* .. d L· Tl T* . i dD --'- (T* . L . T) T* 
I dt? dt ' 
d i = T* . u. 
dt 
Führen wir nun die Bezeichnungen 
R( = T*· R· T. 
s d L . S. = T* . S . T d D '. , 
L( = T*· L· T, (4.4) 
i( = T* . i, 
u, = T*· u 
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ein, so wird 
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T · d. d. d T* T . '" "- 1 = I , - -- . . I , • 
dt dt' d {} . 
d {} 
dt ' 
also erhalten wir die Gleichung: 
R , . i, + 1St - L" d t T* . T) il~ .. (}...L LI. d i - u 
o 0 • d 0 dt I dt t - t· (4.5) 
Diese Gleichung (4.5) können wir als die allgemeinste Form solcher 
Matrizen-Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ansehen, welche 
die Gleichungen der synchronen und asynchronen Maschinen gleichzeitig 
enthält. - Dic Gleichung (4.5) gilt sowohl für Synchronmaschinen mit zwei-
phasigem als auch mit dreiphasigem Rotor. 
Wenn wir die unter j) in Punkt 1 angeführten Annahmen als unver-
d 
ändcrJich angenommene WinkeIo-eschwindiakeit () mit Q hezeichnen, so 
'" '" elt 
ergiht "ich B = Q t und damit 
I. R, + Q' S, - L, . ~. T* . T .011 i. + L,. d i. I ,0. dt , ' . elt' (4.5.1} 
Fall" (hei Maschinen mit dreiphasigem Rotor) Rund L nur aus zykli-
schen Blöcken dritter Ordnung hestehende Hypermatrizen sind, ist es zweck-
d 
mäßig, die l\Iatrizen R, L und S = L entsprechend (3.3) i11 »semikano-
d{} 
nischer« Form aufzuschreihen sowie die »endliche Fouriersehe Reihe« der 
Säulenmatrizen iA, iF , iD bzw. U-"" HF, UD nach den Eigenvektoren der zykli-
schen Matrizen W()' W 1 ' °W2 aufzustellen. In diesem Falle zerfällt bereits die 
Gleichung (4.2) in drei voneinander unahhängige Matrizen gleichungen, die 
nur quadratische Matrizen dritter Ordnung bz·w. Säulenmatrizen mit drei Ele-
menten enthalten. Diese 3 l\Iatrizen-Differentialgleichungen mit veränder-
lichen Koeffizienten können für sich in je eine Matrizen-Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten transformiert werden; diese l\Iethode benutzen 
wir in Punkt 6 hei Behandlung der l\Iaschinen mit dreiphasigem Rotor. 
5. I\Iatrizengleichung der ~:laschine mit zweiphasigem symmetrischem Rotor 
Im Falle einer elektrischen 1Iaschinc mit dreiphasigem Stator und zwei-
phasigem Rotor können die Koeffizientenmatrizen der in Punkt 4 abgelei-
teten Matrizen-Differentialgleichungen (4.2) und (4.5) in dreierlei Blocktypen 
gegliedert werden: die aus den Widerständen und Induktivitäten der Phasen-
wicklungen des Stators gebildeten Blöcke sind quadratische Matrizen dritter 
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Ordnung; die aus den Widerständen und Induktivitäten der beiden Rotor-
wicklungen gebildeten Blöcke sind quadratische Matrizen zweiter Ordnung; 
die aus den Gegeninduktivitäten von Stator und Rotor gebildeten Matrizen 
hingegen sind Rechtecksmatrizen (2 Reihen und 3 Säulen, bzw. 3 Reihen und 
2 Säulen). Weiterhin können die Strom- und Spannungsvektoren (Säulenmatri-
zen) jeweils in eine Säule mit drei Elementen und in eine Säule mit zwei 
Elementen gegliedert werden. 
Es ist zweckmäßig, eine geeignete Transformierungsmatrix aufzustellen, 
mit deren Hilfe es möglich wird, einerseits die Koeffizientenmatrizen in solche 
Hypermatrizen zu transformieren, die aus 3 X 3 quadratischen Blöcken 
bestehen, andererseits die Strom- und Spannungs-Säulenmatrizen in Säulen-
matrizen aus 6 Elementen zu transformieren, die in 2 je'weiIs aus 3 Elementen 
bestehende Säulen gegliedert werden können. 
Nach Einführung der Rechtecksmatrix 
T;, = ffl 0 ~1.:; 1 
\,6 
- Ir~ j 1 (5.1) 
kann leicht bewiesen werden, daß 
ist. Weiterhin führen WIr die Hypermatrix 
(5.2) 
ein, so daß 
\\"ird. 
Mit Hilfe der in Gleichung (5.2) definierten :l\Iatrix kanu die Gleichung 
einer Maschine mit dreiphasigem Stator und zweiphasigem Rotor in eine 
derartige Matrizen-Differentialgleichung transformiert werden, wo sämtliche 
Koeffizientenmatrizen aus 3 X 3 quadratischen Blöcken yon jeweils dritter 
Ordnung bestehen. Ihre Strom- und Spannungs-Sällienmatrizen hingegen 
enthalten 9 Elemente. \\Tenn nämlich die Gleichung einer Maschine mit drei-
phasigem Stator und zweipha5igem Rotor 
Ri + d (Li) = u 
dt 
(5.3) 
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ist, so kann diese Gleichung mit Hilfe VOll eil in die folgende Gleichung trans-
formiert werden : 
bzw. können wir nach Einführung der Bezeichnungen 
Rh = eh' R· e~ 
Li! = eil' R . e~ 
i" = e". i 




Diese Gleichung aber entspricht in ihrer Form bereits dem in Punkt 6 
noch näher zu behandelnden Gleichungstyp, so daß sich aus der dort abge-
leiteten Lösung i" von selbst ergibt und daher 
(5.4) 
wird. 
6. Matrizengleichung der Maschine mit dreiphasigem Rotor 
Wenn wir die Eigenschaft der Koeffizientenmatrizen einer Maschine 
mit dreiphasigem Rotor ausnutzen, wonach nämlich alle Koeffizienten-
matrizen zyklisch-quadratische Matrizen dritter Ordnung sind, so können 
wir die Gleichung (4.2) für den Fall der Maschinen mit dreiphasigem Rotor 
n folgender Form ansehnibel1 : 
xw"wt ) ~ 
J 
wo wir die Bezeichnung der Eigenwerte der zyklischen Blöcke der Koeffi-
zientenmatrizcn folgender Tabelle entnehmen können: 
Block: LA LF LD LFD L* FD M F MD M} N[I5 
Der kote l'Ale ?'Fk I'Dk I.FDk 1'}Dk ,UFk ,uDk ,u}" IUbk Eingewert: 
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Ferner yerwenden wir zur Bezeichnung der Eigenwerte der Derivationen 
nach {} bei den ,"on {} abhäng-igen Blöcken folgende schematische Bezeich-
nungen: 
Block: 
Das Q-fachedes nach {} derivierten 
koten Eigenwertes: 
Die Eigenwerte der zyklischen Blöcke können nach (3.2) errechnet wer-· 
den. Dic so erhaltenen Eigenwerte fassen wir wie folgt zusammen: 
,uFO = pioo = 0 
,LlDO = ,abo = 0 
E 
i.AO = lA - 21Ag 
;' .• \1 = ;·A2 = 'A + l.\g 
;'FO = IF 21Fg 
;'n = ;'P2 = Zr: + 'Fg 
;'DO = ID 2lDg 
;'D1 = ;'D2 = 'D + IDg 
;'PDO = i,ho 0 
i.FD1 = i.~D1 = i'FD2 = ;'~D2 = 3lpD 
l 271: 1 I 2:7)' 3/) E COS {} - -3 + E eos () + -3- = 2 eJ rnF" 
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Die gesuchte Funktion i(t) bzw. die auf der rechten Seite von (6.1) 
stehende Funktion u(t) kann in der Form 
i(t) = r~A1 = ~ l~Ajj 
IF 'pj 
i o _ i Oj 
(6.2a) 
dargestellt werden bzw. in der Form 
u(t) = uA ~ i ,"'11 X'''Wj' J=O UF lL Fj 




wj. i A 
3 
(6.3a) . 1 '" . IFj = --Wj .. lp 
3 
bzw. 
1 '" U " ' = - 'W: . U A 
,-'J 3 J .-' 
llFj = 






Wenn wir in der Gleichung (6.1) an Stelle von i bZ'L von U ihre laut den 
Y cktoren 1'10,1'11' w2 entwickelten Darstellungen in der Form von (6.2a) bzw. 
(6.2b) einsetzen und die Gleichung (6.1) von links her zuerst mit E 3 X • w~, 
so dann mit E 3 X • w~ und schließlich mit E 3 X • w; multiplizieren, so zerfällt 
(lie Gleichung (6.1) in folgende 3 Matrizen gleichungen : 
I 'A 1',',I'm, liM 1+,;" d ,.1, ; k = 0, 1,2 rUPI: [tDl: - 1 41, = Z/AI' dt -, - . "', 
° 
• :1. 
i' n i' FDk ~Pk HF/e ,u h: T P Ipk ,uFk 
P"b" ° TD i Dk Pbk i,pDlei'OIe IDk_ lL Die (604) 
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(I) e jlt m F 
2 
3 















so können wir schreiben: 
- . '\ d. k 012 
.::. I, • 1(lcl -+- 1\.1; . dt 1(lcl = U(I;) ; • = , , . 
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(6.4.1) 
Es ist ersichtlich, daß die lUatrizendifferentialgleichung mit Index k = 0 
{les lUatrizen-Differelltialgleichungssystems (6.4.1) konstante Koeffizienten 
aufweist und yon selbst in dic folgenden 3 skalaren Differentialgleichungen 
urfällt : 
r . i 40 + (1 4 - 2 La) . -~ i AG = II 40 
, , ' ''0 dt' , 
(Ir: - 21Fa)· ~iFO = llFo ~ dt 
r.iDo +(lD- 2 1Dg)' d iDo=llDo' dt 
6 Periodiea PolytcchnicC:l EI II,:t 
(6.4.2.0) 
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Di~ l\Iatrizen-Differentia]g \eichungen mit Index k = 1 und k = 2 
haben veränderliche Koeffizienten. Im Einklang mit dem in Punkt 4 darge-
legten angemeinen Prinzip suchen wir jetzt geeignete Transformierungsmatri-
zen @1 = @ und @2 = @* dritter Ordnung, welche folgende Bedingungen 
erfünen : 
@. @* = E 3 ; 
@* . ~ 1 . @ , @*. Al . @ und (6.5) 
sind alle Matrizen dritter Ordnung mit konstanten Elementen. 
Wenn wir eine, die in (6.5) aufgestellten Bedingungen erfüllende Trans-
forlllierungsmatrix @ einführen, können wir die Gleichung (6.4.1) im Falle 
von k = 1 und k = 2 folgendermaßen umändern: 
und da 
bzw. 
(@* . Al' @) @* . !!.- ~(1) = @* . U(l) , (6.4.2.1) 
dt 
d (@. -:- ~ .@*)@ . ie~)..L, (@. ~L .@*)@.-ie.,)=@ . ue~) . 
- - - - dt - - (6.4.2.2) 
(6.6.1) 
I _~_ @ . i(~))' d@.d . i(~) ..L@d i (?, dt - d (j dt ~, dt~! , (6.6.2) 
so führen WIr die BeZfichnungen 
bzw. 
..:. I! = @* . ; 1 . @ 
~\1! = @* . Al . @ 
i(1)! = @* . i(1) 
U(l)/ = @* . U(l) 
..:. 2: = @ . ~ 2 . @* 
A2/ = @ . A2 • 8* 
i(2)! = @ . i(2) 








:;'>1 - Q A.>t-d @@*)iH1 +1\."d i(2),'=U(2)'i' 
. ~ - d fj ~ , ~'dt - - (6.4.3.2) 
Vie Bedingungen (6.5) können wir mit einer Diagonalmatrix 
(6.8) 
erfüllen, wo (l., rJ, f' reelle Konstanten hedeuten. Wie aus den Bedingungen 
(6.5) folgt, müssen die Konstanten a, ß, y folgende Forderungen erfüllen: 
1. (6.9) 
Wir können also eine der Konstanten a, rJ, )' heliebig wähleI!. Die elektro-
technische Bedeutung der verschiedenartigen ,Vahl der Konstanten a und 
,9 = I' ergiht sich wie folgt: 
a) Im Falle VOll a = 0 und rJ = y = -1 hleihen nach der Transfor-
mierung (6.7) die symmetrischen »Mit- und Gegenkomponenten« des Stator-
stromes und der Statorspannung unverändert, und die symmetrischen »Ylit-
und Grgenkomponenten« der Rotorströme und Rotorspannungen werden 
»auf den Stator transformiert«. Diese Transformation kann vorteilhaft ver-
wendet werden, 'wenn auf den Stator ein el'?ktrü:ches Netz geschaltet ist. 
b) Im Falle L'on CL = 1 und rJ = I' = 0 bleiben nach der Transformierung 
(6.7) die symmetrischen »Mit- und Gegenkomponenten« der Rotorströme 
und der Rotorspaunungen unverändert, und die symmetrischen »Mit- und 
Gegenkomponenten« des Statorstromes und der Statorspannung werden 
»auf den Rotor transformiert«. Diese Transformation enthält auch die soge-
nann te PARKsehe Tra nsforma tion [1]. 
Dem Vorhergehenden entsprechend wird 
@= :, ej'l,J , ej(a 1)0 , ej(a 1)" \ / , 
also 
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-=- - (-=- )* 
- 21 - -li , 
IA + lAg 3 2 mF 
I 
3 
IF IFg -ln F 2 
3 
1- --mD 31pD 2 

















Wenn wir diese Beziehuugpu in die Glpichung (6.'1.3.1) einsdzPIl, erhal-
ten wir 
. 0 (l i I rA j ~~a A TAg) 3 '0 -- j ~_a mF 
2 
IA + lAg 3 + -mp 2 
l 3 IF + IFg mp 2 3 3lFD -mD 2 
3 '() 
-j __ Cl m
D 2 l· I I(Ilt T 
rD + j Q (u - 1) (lD + lDg) , 
-' 
3 l d . mD 1(1)t = U<!lt • 2 dt 31FD (6.11.1) 
lD + IDg 
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Um das Obige durch ein einfaches Anwendungsbeispiel vorzuführen 
nehmen wir an, daß: 
3 3 
--TnF = mD=31FD =ivI. 2 2 
(6.12.1) 
(6.12.2) 
So, können wir unter Berücksichtigung der in den Gleichungen (6.12.1) und 
(6.12.2) enthaltenen Vernachlässigungen die Gleichung (6.11.1) in der folgen-
den vereinfachten Form schreiben: 
[ 
L NI ~VI]1 
j Q (a I) lVI (a - I) L (u - I) IVI J- i(l)t -r-
(a-1)NI (a-1)NI (a-1)L 
(6.13.1 ) 
+ C (L, .ivI, lvI) :t i(l)t = U(l)! . 
Auf ähnliche Weise können wir aus der Gleichung (6.4-.3.2) die folgende 
Beziehung erhalten: 
I r L - ?I lVI]1 
1.
<T,-'.'TF,TD>-jQ (a-1)lVI (a-1)L (a-1)lVI j_i(2)t+ 
_ (a 1) M (a - I) lvI (a - I) L 
(6.13.2) 
Zunächst wollen wir uns mit der Gleichung (6.13.1) beschäftigen. Wir 
führen die Transformierungsmatrix 
I I I 
1 1 w= (6.14.1) J!3 I s s 
I s s 
ein (natürlich ist W· W* = E), mit deren Hilfe WH die Gleichung (6.13.1) 
folgendermaßen schreiben können: 
I l L 11-1 lVI] I 
W < T.-'., TF, TD> W* -+- j Q W (a - I) NI (a - I) L (a - I) M W* I Wi(l)! + I (a - I) NI (a - I) M (a - l)L 
W· C (L, 11--1, lvI) . W* d Wi(l)t = WU(I)!' 
dt 
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N ach Einführung der Bezeichnungen 
i(I)S = WiÜ)t 
uü)s = W u(ll! (6.14.2) 
und 
Ro = TA T F + TD 
RI = TA +"8 TF + c: TD 
R 2 = TA C' TF + "8 TD (6.14.3) 
erhalten wir aus der Gleichung (6.13.1) die Beziehung 
. 0 [(3a-2) (L+2lvI) L - lvI L - ~vI ]1 
] ;- L + 2NI (3 a-2) (L-NI) L - lvI J i(l)s + 
L + 2N1 L - NI (3 a-2) (L-lVI) 
Wenn wir die Gleichung mit der Diagollalmatrix 
1 1 ___ 1 __ ", 
"L+2Al L-1V L-NI / 
llH.lltiplizieren und die Bezeichnung 
/ 1 1 1 
u(l)c = (", L : 2 Ni' L - lvI L - 1vl . U(lJs (6.14.4) 
einführen, so ergibt sich 
I I R o R 2 l 3 a - 2 L - NI L -.iVI - 1 
1 
L+2AI L,2M L+2M L+21YI L+2M I 
, 1 R 2 Ro R I j Q L,2NI 3 a-2 1 I. , 
'1 3 l L - NI L - lVI L - AI J ' -3l L- _~I 'I' l({ls , 
R I R 2 Ro L+2NI 1 3 a-2 ,I 
I L-lVI 1:,-ivI L-lVI L-JI 
(6.15) 
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Führen wir nun noch die Transformierungsmatrix 
+ 2M L -lvI 
------
L - lvI ' L + 2lVI 
L-M~ 
L + 2 lVI / 
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-ein und verwenden die folgenden kurzen Bezeichnungen: 
L1 . i(I)S = i(l)a 
L1 . U(I)C = U(I)" , (6.16) 
so können wir mit ihrer Hilfe die Gleichung (6.15) folgendermaßen abändern : 
Q C (3 (( 
3 
2, 1 1) \ . • d. -
, 1''''0' dt '<;" - DW' . 
I (6.17) 
Wenn wir jetzt die Gleichung (6.17) mit der Matrix W* VOll links her 
multiplizieren und 
i(l)r = W* . i(I)G 
U(llr = W-* . u!l)cr 
einführen, erhalten WIr aus (6.17) die Gleichung: 
I L M lVI 
I 
L-M L -:- 2M L -11.1 L 21vI 
lVI L+M 
J 
I L-M L + 21\:1 L lVI L 2M 
(6.18) 
L-M NI l 
L ~1:M 
.----
L-M L+2M Il- lvI 1\1 ~-. L M L-M L+2M L-M L+2M L -1vI 
d . 
]!llr = U(l)r • 
dt 




und die Bezeichungen 
i(l)(') = H . i(l)T 
uO)w = H . u(l)r (6.20) 
ein und multiplizieren die Gleichung (6.19) yon links her mit H, so gelangen 
'wir unter Anwendung der Identität H~l. H = E zur nachfolgendcn Glei-
chung (in dieser ist das erste Glied des Koeffizienten i(l)r beTeits eine symmetTi-
sche AIatTix, da wir ja das erste Glied des Koeffizienten i(l)w in der Gleichung 
(6.19) yon links her mit Hund yon rechts her mit H~ 1 multipliziert haben) : 
TA L +- lvI 




L lvI' L-"+ 21'\!l 









NI TD L, lvI 
T-=-Jif . -L + 2J{ 
'0/, 1 1,1. ,d. 1 -- -, a , 11 - ,11 - , / J 10)"" dt 1(1)'" = U(l)'" . (6.2J) 
Untersuchen WIr jetzt den Fall a = 1, der die sogenallnte PARKsehe 
Transformation enthält [1]. In diesem Fall können wir die Eigenwerte und 
Eigenyektoren der Koeffizientcnmatrix i(l) auf folgende Weise gewinnen: 
Zuerst bestimmen ,,-ir die Eigenwerte und Eigeny!'ktoren der Koeffi-
zientel1matrix unter der Annahme, daß TA 0 und T F + TO ist. Dabei bezeich-
llen wir die Eigenwerte mit I'~O) und di" Eigenvektoren mit c~n), und erhaltell : 
;;owie 
riO) = jn; 
)'~O) = 1----"----
L-NI 
__ ~~_. 1 
L-M 2 2 
; = 111 --L ( M )2 
.. L+-M. 
4 Tp TO 
(TF - TO)2 
1 --L ,I: 
1'&0) = I __ ~ . '''' _ -,-~--=-~ 












.~ + 1 





Im Falle wenn rA + 0, (rp =1= rD), aber rA im Verhältnis zu rp und 
rD einen -verhältnismäßig kleinen W-ert darstellt, können die Eigenwerte der 
Koeffizienteumatrix in der Form 
PI = ),'iO) + j 1'1 
1'2 = 1'&°) + j )'2 
)'3 = I'~O) + cl )'3 
gesucht werden. In diesem Falle können für j I'i die folgenden annäherIHl 
gen auen Gleichungen gewonnen werden: 
J 1'1 ::::..c:: L NI _. Q ~ . ;_(rD-=_~F) ( L : NI ')2 t 
L - 1\1 L + 2iVI J Q2 (L - lVl)2 L + 2iVI, -
.cl 1'2 2.::;j Q Q2 (L _ M)212 (r
D 
_ r:) (L . ~M) ~ 
rFrD(L-M) 
(r D - rF) (L 2M) ~ 
(Dcll W'ert von ; siehe weiter oben.) 
(rF+rD)Lj 
2 (L 2NI) . 
W-enn wir die imaginären Glieder im Verhältnis zu den reellen Gliedern 
nrnachlässigen, erzielen wir für die Eigen-vektoren folgende ~äherungsglei­
chungen : 
(6.24) 
In diesem Falle erhalten WH (abgesehen von kleinen Größen zweiter 
bzw. höherer Ordnung) für die Eigen-vektoren die Ausdrücke 
Cl ~ c~O) 
C2 c&O) 
C3 ~ c~O). (6.25) 
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Im Falle, wenn rA -.-1- 0, aber r F = rD = R ist, können wir die Eigen-
werte der in der Gleichung (6.21) vorkommenden Koeffizientenmatrix i(l)w 
wie folgt erhalten (es ist zweckmäßig, den unmittelbar errechenbaren Eigen-
R 
wert mit J'3 zu bezeichnen): 1'3 =; (6.26.1) 
L -1\1 
die Eigenwerte VI und 1'2 sind hingegen die W'urzeln der Gleichung 
R·L '. 
)'2 - (j Q + -(L--'-'---'---~- I ) I' I lvi) (L + 2NI) I (L _ M) (L + 2NI) , I 
+ i Q R . L + --'-'-_. ___ '---_ = 0. (6.26.2) 
. (L - NI) (L + 2M) 
Wie oben untersuchen wir zunächst den Fall rA = 0. Dabei ergeben 
sich die Eigenwerte in derselben Reihenfolge wie vorhin: 
viO\ = j Q 
R·L J!~O) = _______ . ___ _ 
(L NI) (L + 2M) 
R J'~O)=---
L-NI 
die Eigenvektoren jedoch erhalten 'wir wie folgt: 
c~ = Ul 
1 
1 _ 




Wenn rA 0, aber der Wert yon rA gegenüber den Werten Y011 r F = 
= r D = R ein verhältnismäßig kleiner Wert ist, yerändert sich der Eigenwert 
"3 nicht, die Eigenwerte J'1 und 1'2 jedoch können wir gleichfalls in folgender 
Form suchen: 
1'1 = riO) + LI )'1 
)'2 = 1'&0) + j )'2 (6.29.1) 
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und erzielen dadurch, daß 
. L jQrA R(L M) 
(L - 111) (L + 211'1) QZ (L - M)2 (L + 2.'U) Ll 1'1 = --'---=-'--=---'-~--'---
R·L 1 + j Q ---------
Q2(L - M) (L + 2M) 
(6.29.2) 
Ll 1'2 = j Q --------'-'----'----'------:=-=-----
Q2(L - M)(L +2M)2(1 -;- iQ-------1 
. Q2 (L - NI) (L + 2NI) 
wird bzw. wie oben unter Vernachlässigung der imaginären Glieder 
Lll'l = r A (L -;- 1\1I) __ 
(L - 1~1) (L -;- 2NI) 
LlI'Z = 0, (6.29.3) 
1 












wo der Wert der Konstante}' als eine Wurzel der folgenden Gleichung zweiten 
Grades erscheint: 
V;:::Jf 
L - NI 
NI ,,2 ...L (' • O...L (rA - R) (L -;- M) --'- RlvI I" _ 
L + 22\-1 { I ] ~- I (L _ M) (L -;- 2M) I (L _ NI) (L + 2M). i 
2 
--'--'-'- --- = 0 . 
21vI 
(6.31) 
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Sobald die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix der Gleichung (6.21) 
bekannt sind, kann die Gleichung (6.21) in der folgenden Form geschrieben 
werden: 




c~ = S* 
c* 
. 3 
..L \'/e ".(1 T) e ,'.(t'T) e " .. (1 r)',S*u ("')d("') I, , , / (1)"" ,. 
() 
(6.32) 
Da wir aber i(l)", aus der eigentlichen Unbekannten, nämlich aus i Ub 
durch die Transformationen (6.7.1), (6.14.2), (6.18) und (6.20) gewonnen 
haben, können wir unter Einführung der Abkürzung 
(J= 
schreiben: 
L - 111 
L + 22~1 
(6.33) 
(6.34.1) 
und ferner, gleichfalls unter Berücksichtigun g der Transformationen (6,7.1), 
(6.14.2), (6.18) und (6.20) : 
1 1 1 
W-,;, < je 1 1" G . e , , / U(l) = U(lJ' (6.34.2) 
L + 21\-[ L -111 L-M 
U nt er Verwendung der Beziehungen (6.34.1) und (6.34.2) ergibt sich: 
1 
+ I' DS < e-", (I-r) , e '. (I-T) , e- l (t T) > S* GU(1) (r) d (r) . 
iJ 
und 
Durch Einführung der Abkürzungen 
F=DS<e,'I, e- rt , e I'I>S*D-l 
250 
(6.34.1) 
Y = DS < e "- (I T), e "- (t T), e "" (t T) > S* G (6.34.2) 
erhalten wir 
1 
i(I) = FiÜ).o + I' YU(ll (r) d (r) . 
iJ 
(6.35) 
























(1 + 2 v) r~-.-;;; 
(I-v) rArF 
G = --, -----:c_~ __ c=-:-- / e jI-J , 1 , 1 " li (L T 2.iVI) (L - lvI) 
e jfc' 
(1 - v) \~rF rD j 
(1 - v) I/rA rD 
(1 + 2v) rl" 
Im ,,-eiteren hesehränken wir uns auf den Fall, daß rA 0, aher der 
W-erl' "Von rA gegenüber den W-erten "Von T Fund TD "Verhältnismäßig klein ist. 
Dann ergibt sich auf Grund der Gleichungen (6.23) und (6.25) : 
S ~Il 0 1 o E ~ (6.25) 0-1/ 
~= 1 (6.36) 
1 
;-2 
1 (; + 1)2 
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Zusammenfassung 
ZW2ck Y<lr:i;gcllder :\rbeit ist die Untersuchung der stationären nnd transienten Vor-
gänge vün elektrischen Dreiphasenmaschinen durch Anwendung einiger neuerer Ergebnisse 
der ~Iatrizentheorie. 
Die Differentialgleichungen der Stator- bzw. Rotorwicklungen der V;'echselstrommaschi-
nen sind im Falle kOlntanter Drehzahl in eine lineare YIatrizendifferentialgleichung mit variabler 
K')effizientenmatrix zusammenfaßbar [so (,1,.2. )J. Die YIatrizendifferentialgleichung ist durch 
_-\nwendung der in (-1,.3) definierten Transformationsmatrix T in eine YIatrizendifferential-
gleichung mit konstanter K'Jeffizientenmatrix transformierbar [so (4.5) bzw. (4.5.1)]. Die Lösung 
dieser .\Iatrizendifferentialgleichung ist in einer früheren Arbeit eines der Autoren gegeben. Im 
Falle einer ränmlichen zyklischen Symmetrie der V;-icklnngen -ind die Lösungsformeln zur 
IlUm :ri schen Berechnung' be"onders 'geeignet. ' , 
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